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Introducao



Problema de compressao de dados

Compressao de dados: diminuir a quantidade de espaco utilizado para

armazenar uma informacao.

Um codificador faz o papel de comprimir os dados, e um decodificador

recupera a informagao original.



Codigo de comprimento fixo &
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Suponha que cada caractere é representado por uma cadeia fixa de bits.
Para representar o alfabeto, precisamos de  bits, tais que 2% > 26. Ou
seja, ao menos 5 bits.

Teriamos:

: 00000
e b: 00001
e ¢: 00010

<5}

: 01100
+ y: 01101
« z: 01110

ol



Codigo de comprimento fixo

Utilizando um c6digo de comprimento fixo, cada cada caractere é
representado por uma palavra de k bits.

Podemos melhorar?



Codigo de comprimento variavel

Um c6digo de comprimento variavel associa palavras de menor tamanho
para caracteres mais frequentes; enquanto palavras longas tem maior

tamanho.



Codigo de comprimento variavel

&
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Suponha o exemplo abaixo com um alfabeto com os caracteres [a — fJ:

a d d e f
Frequéncia (em 45 12 16 9 5
milhares)
Palavra em cédigo de 000 010 011 100 101
comprimento fixo
Palavra em cédigo de 0 100 111 1101 1100

comprimento variavel

Temos 100.000 caracteres. A compressao utilizaria:

+ 300.000 bits com comprimento fixo;

* (45-14+13-34+12-3+16-34+9-4+5-4)-1.000 = 224.000

bits com comprimento variavel.



Cadigo de prefixo



Codigo de prefixo

Um caso particular do cédigo de comprimento variavel, onde nenhuma das

palavras é prefixo de outra palavra.

Sempre conseguira a compressao de dados 6tima em qualquer codigo de
caracteres.



Codificacao

Codificacdo: concatenamos cada palavra que representa um caractere.

Como nenhum palavra é prefixo de outra, a palavra de c6digo que inicia o
arquivo ndo é ambigua. Entdo podemos decodificar a primeira letra, e
entdo repetir o processo com o restante dos dados codificados.



Decodificagao

Decodificagdo: utilizamos uma arvore bindria, onde as folhas representam

os caracteres codificados.



Decodificagao

O caminho da raiz até uma folha representa a decodificacdo da palavra

formada.

(a) (b)

Figura 16.4 Arvores correspondentes aos esquemas de codificagdo na Figura 16.3. Cada folha é identificada com um caractere e sua
frequéncia de ocorréncia. Cada n¢ interno ¢ identificado coma soma das frequéncias das folhas emsua subarvore. (a) A arvore
correspondente ao codigo de comprimento fixo a =000, ..., f=101. (b) A arvore correspondente ao codigo de prefixo 6timo a=0,b =101,
..., f=1100.
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Decodificagao

Se (' é o alfabeto de onde os caracteres sdo extraidos, e todas as
frequéncias de caracteres sdo ndo-negativas, entdo uma arvore para um
c6digo de prefixo 6timo tem |C/| folhas, uma para cada letra do alfabeto, e

|C| — 1 n6s internos.
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Custo de uma arvore T

Dado uma arvore 7' correspondente a um c6digo de prefixo, a quantidade
de bits exigidos para armazenar os dados codificados é:

B(T) =) c.freq-dr(c), (1)

ceC

onde c. freq é a frequéncia do caractere c, e dp a profundidade da folha

de ¢ na arvore.

Dizemos que o custo da arvore é igual a quantidade de bits exigidos dada
por (1).
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O codigo de Huffman



Ideia geral do algoritmo

O cddigo de Huffman é um algoritmo guloso, que produz um cédigo de
prefixo 6timo, se baseando em uma tabela de frequéncia de ocorrencia de

cada caractere.

13



Ideia geral do algoritmo

Suponha que C' seja um conjunto de n caracteres, e que cada caractere
¢ € C tenha um atributo c. freq que representa sua frequéncia. Ainda,
seja () uma fila de prioridade baseada no atributo freq, onde a prioridade

€ maior quanto menor a frequéncia.

O algoritmo ird construir a a&rvore 7' de baixo para cima, comecando com
um conjunto de |C/| arvores unitdrias e, por meio de |C'| — 1 intercalagdes

de arvores, produzira a arvore final 7'.

Ao fazer uma intercalacdo, as arvores com as 2 menores frequéncias sdo
intercaladas, criando uma nova arvore cuja frequéncia é a soma da

frequéncia dos dois objetos intercalados.
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Pseudo-cadigo

Hurrman(C)
1 n=|C]
2 Q=C

3 fori=1ton-1

4 alocar um novo no z

5 z.esquerda = x = EXTRACT-MIN(Q)

6 z.direita = y = ExTRACT-MIN(Q)

7 z.freq = x.freq + y freq

8 INSERT(Q, z)

9 return EXTRACT-MIN(Q) // retorna a raiz da arvore.
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Simulando o funcionamento do algoritmo

@ [£5] [e9] [ (513 (@] [ass) © EnEE @
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Complexidade

Suponha que () seja implementada com uma heap de minimo bindrio. Sua

inicializagdo leva O(n).

O laco das linhas 3 — 8 é executado n vezes. Como cada operacao de

heap requer O(logn), o lago contribui com O(nlogn).

A complexidade final é O(n logn).
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Correcao do algoritmo




Por onde comecar a demonstracao de corre¢do?

1. Primeiro mostramos que o problema de determinar um cédigo de

prefixo 6timo tem:
* Propriedades de escolha gulosa;
» Subestrutura 6tima;

2. Depois precisamos demonstrar que o algoritmo guloso em questdo
resolve o problema encontrando a melhor solucdo possivel.
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Lema 1 - propriedade de escolha gulosa

Lema 1 - Propriedade de escolha gulosa: Seja C' um alfabeto no qual
cada caractere ¢ € C tem frequéncia c. freq. Sejam x e y dois caracteres
com as frequéncias mais baixas. Entdo, existe um codigo de prefixo 6timo
para C no qual as palavras de cddigo para x e y tem 0 mesmo
comprimento e diferem em apenas 1 bit.

Esse lema implica que o processo de construir uma arvore 6tima por
intercalagGes pode, sem prejuizo de generalidade, comegar com a escolha
gulosa de intercalar os dois caracteres de frequéncia mais baixa.
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Lema 1 - propriedade de escolha gulosa

Ideia: tomar uma arvore 7' que representa o codigo de prefixo 6timo e
modifica-la para virar 7", onde x e y aparecem como folhas irmas com
profundidade maxima.
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Lema 1 - Demonstracao &
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Demonstracdo. Sejam a e b duas folhas de profundidade méaxima.

Vamos supor que
a.freq < b.freq, 2
x.freq < y.freq, 3)

sem prejuizo de generalidade.

Como x e y tem as menores frequéncias, e a e b tem ffrequéncias
arbitrarias, podemos dizer que:

z.freq < a.freq,y.freq < b.freq, (@)

pois se a.freq = x.freqeb.freq = y.freq, o problema seria

trivialmente verdadeiro. Precisamos supor que x # b.
21



Lema 1 - Demonstracao

+ Podemos permutar a e x em 7" e produzir a drvore 7”;
+ Podemos permutar b e y em 1" e produzir a arvore 7",

Figura 16.6 Uma ilustragdo da etapa fundamental na prova do Lema 16.2. Na arvore 6tima 7, as folhas a e b sao duas irms de
profundidade maxima. As folhas x e y sdo os dois caracteres que témas frequéncias mais baixas; eles aparecem em posigdes arbitrarias
em 7. Considerando que x# b, permutar as folhas a e x produza arvore T, e permutar as folhas b e y produza arvore T . Visto que cada
permuta nio aumenta o custo, a arvore resultante 7" ¢ também uma arvore otima.
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Lema 1 - Demonstracao &
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Vejamos a diferenca de custo B(T') — B(T"). Precisamos que seja

ndo-negativa, para mostrar que a escolha gulosa produz uma arvore 6tima,
ja que assumimos I’ 6tima.

B(T) = B(T') =Y c.freq-dr(c) = Y _ c.freq-dr(c)

ceC cec
=az.freq-dr(z) +a.freq-dr(a) — x.freq - dr(x) — a.freq - dr/(a)
=uz.freq-dr(z)+a.freq-dr(a) — z.freq - dr(a) — a.freq - dr(z)
— (a.freq - . freq)(dr(a) — do(@) 2 O,

)

pois os dois termos sdo sempre ndo-negativos.
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Lema 1 - Demonstracao

De forma analoga, podemos permutar e b em 7" para gerar 7", que ndo
aumenta o custo, e B(T") — B(T") é ndo-negativo.

Como B(T") < B(T), e assumindo 7" 6tima, chegamos a conclusdo de
que 7" é 6tima com x e y em folhas de profundidade maxima, da qual o
lema ocorre. [J
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Lema 2 - Relagdo de custos

Lema 2 - Relacdo de custos: Seja C' um dado alfabeto com frequéncia
c.freq definida para cada caractere ¢ € C'. Sejam «x e y os dois caracteres
de C' com frequéncia minima. Seja C’ o alfabeto C' do qual os caracteres
z e y foram removidos e um novo caractere z foi acrescentado, de modo
que C' = C' — {z,y} U {z}. Defina freq para C’ exatamente como
feito para C, mas com z.freq = x.freq + y.freq. Seja T" qualquer
arvore que represente um cédigo de prefixo 6timo para o alfabeto C”.

Entdo A relacdo entre os custos é:
B(T) = B(T') + x.freq + y.freq, (6)
que equivale a:

B(T) = B(T") + z.freq, (7)

&
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Lema 2 - Relagdo de custos

Ideia: Queremos mostrar a equivaléncia entre duas arvores que foram
construidas sobre alfabetos que diferem apenas em relacdo a 3 caracteres.
Precisamos mostrar que é possivel expressar o custo de ambas as arvores
por meio de valores que possam ser calculados para as duas, e assim

igualar os custos em uma expressao.
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Lema 2 - Demonstracao

Demonstracdo. Para descrever a relacdo entre os custos de 7" e 17,
primeiro note que, para cada ¢ € C' N C’, vale que dr(c) = dp(c) e,
portanto, o custo de 7" e T” difere apenas em termos de z, ¥ e z.

Note também que:

dr(z) = dr(y) = dr(2) + 1. (8)
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Lema 2 - Demonstracao

O custo, para a arvore 1" é calculado por:

B(T) =Y c.freq-dp(c)

ceC
— Y cfreq-dr(e) +o.freq- dr(e) +y.freq - dr(y),
ceC\{z,y}
©)
E, para a arvore T":
B(T') = c.freq- dp/(c)
ceC’
= > cfreq-dp(c)+ z.freq- dp(2) (10)
ceC’'\{z}

= Z c.freq-dr(c) + z.freq - dp(2).
ceC\{z,y}
28



Lema 2 - Demonstracao

Isolando em 9 e 10 o somatoério em comum:

Z c.freq-dr(c) = B(T) — x.freq-dr(x) —y.freq-dr(y),
ceC\{z,y} o

> cfreq-dp(c) = B(T') — z.freq-dr(z),  (12)
ceC\{z,y}
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Lema 2 - Demonstracao

Igualando 11 e 12:

B(T) — x.freq-dr(z) —y.freq-dr(y) = B(T') — z.freq - dp/(2),
(13)

B(T) = B(T') — z.freq - d(2) + x.freq - dr(z) + y.freq - dr(y).
(14)

30



Lema 2 - Demonstracao

Por 8, temos

B(T) = B(T")—z.freq-(dr(z)—1)+x. freq-dr(z)+y. freq-dr(z),
(15)

B(T) = B(T") — z.freq- (dr(z) — 1) + dr(x) - (z.freq + y.freq),
(16)
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Lema 2 - Demonstracao &
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Como z.freq = x.freq +y.freq:

B(T) = B(T")—(z.freq+y.freq)-(dr(x)—1)+dr(z)-(z. freq+y. freq),
17)

B(T) = B(T") + (z.freq + y.freq) - (dr(z) — dp(x) +1). (18)
Entdo, temos:
B(T) = B(T") + x.freq + y.freq. (19)
Como queriamos demonstrar. [
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Lema 3 - Sub-estrutura otima &
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Lema 3 - Subestrutura étima: Seja C' um dado alfabeto com frequéncia
c. freq definida para cada caractere ¢ € C. Sejam x e y os dois caracteres
de C' com frequéncia minima. Seja C” o alfabeto C' do qual os caracteres
z e y foram removidos e um novo caractere z foi acrescentado, de modo
que C" = C — {x,y} U{z}. Defina freq para C’ exatamente como
feito para C, mas com z.freq = x.freq + y.freq. Seja T' qualquer
arvore que represente um codigo de prefixo 6timo para o alfabeto C”.
Entdo a arvore T, obtida de 7" pela substituicdo do n6 folha com 2 por um
no interno com filhos x e y, representa um c6digo de prefixo 6timo para o
alfabeto C'.

33



Lema 3 - Sub-estrutura otima

O lema nos diz que, dado uma arvore 7" onde o caractere z, obtido
combinando os caracteres de menor frequéncia x e ¥, entdo a arvore 7’
obtida substituindo z por um n6 intermediario com x e y como filhos é
otima.

Ideia: vimos como expressar o custo B(7") em termos de B(7"). Vamos
supor, por contradi¢do, que 7" ndo é 6tima, e entdo concluir que tal
suposicdo seria um absurdo.
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Lema 3 - Demonstracao

Agora, mostraremos por contradi¢do que ' é 6timo. Suponha, por
contradi¢do, que 37 tal que B(T™) < B(T'). Pelo Lema 1, podemos
escolher 7 tendo x e y nas folhas mais profundas. Seja 7" a arvore

obtida de T pela remogéo de x e y e a substitui¢do de seu pai por z.

Ou seja, 1" esta para T’ assim como T esta para 1"
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Lema 3 - Demonstracao &
UFABC

Pelo Lema 2, sabemos expressar B(7™*) em termos de B(T"), assim
como B(T") em termos de B(T):

B(T*) = B(T") + x.freq + y.freq (20)
B(T) = B(T") + z.freq + y.freq (21)

Como supomos que 7" é 6tima, sabemos que B(T") < B(T"). Entdo
vale:

B(T*) = B(T") + z.freq + y.freq

(22)
> B(T') + z.freq +y.freq,

36



Lema 3 - Demonstracao

Por 21, podemos expressar o custo de B(7") em relagdo a B(T'):

B(T™)

B(T") + x.freq + y.freq

(23)
B(T') + z.freq +y.freq = B(T),

Y

uma contradi¢do, pois assumimos que 7' ndo é étima. Portanto, vale que 7T’
é 6tima. [
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Teorema - Correcao do algoritmo de Huffman

Segue diretamente dos Lemas 1 e 2.
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